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VOZMUWENNOGO PSEVDOREL�TIVISTSKOGO

MAGNITNOGO GAMIL^TONIANA

Ol~ge Aleksandrovne Lady�ensko�

Vvedenie

V prostranstve L2(Rd), d > 2, rassmotrim magnitny� gamil~-

tonian

M =

�
1

i
r�A(x)

�2

+ I; x 2 Rd; d > 2; (0.1)

i bolee obwi� operator Xredingera

G = M +W (x): (0.2)

Toqnye uslovi� na magnitny� vektor-potencial A i na �lektri-

qeski� potencial W privod�ts� ni�e. Pust~ dalee, V { \isqe-

za�wi�" pri jxj ! 1 potencial vozmuweni�, V (x) > 0 i

G�(�) = G � �V; � > 0: (0.3)

Pust~ � = �� { regul�rna� toqka dl� G. Oboznaqim qerez

N�(�;�;G;V ) qislo sobstvennyh znaqeni� operatora G�(t), pro-
xedxih qerez toqku � pri roste konstanty sv�zi t ot nul� do �.

V rabote [3] byla poluqena sledu�wa� asimptotika ve�levskogo

tipa pri �!1:

N+(�;�;G;V ) � (2�)�d!d�
d=2

Z
V d=2dx; V 2 Ld=2(R

d); d > 3;

(0.4)

gde

!d := vol fx 2 Rd j jxj < 1g:

Odnovremenno bylo pokazano, qto

N�(�;�;G;V ) = o(�d=2): (0.5)
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Suwestvenno, qto pri �tom na vektor-potencial nakladyvalos~

lix~ lokal~noe uslovie A 2 Ld;loc (Rd).
Zdes~ my rassmatrivaem analogiqny� vopros dl� psevdore-

l�tivistskogo magnitnogo operatora

G1=2 =M1=2 +W (x); x 2 Rd; d > 2: (0.6)

Kak i v [3], my ishodim iz odno� abstraktno� teoremy, poluqen-

no� v [2] (sm. ni�e teoremu 1.1). Pri proverke ee uslovi� neko-

torye oslo�eneni� (po sravneni� so sluqaem operatora (0.2))

po�vl��ts� iz-za nelokal~nogo haraktera operatora (0.6). Te-

orema 1.1 pozvol�et svesti vyqislenie asimptotiki k sluqa�,

kogda � le�it levee spektra G1=2. Dl� takih � u�e primeni-

ma variacionna� tehnika; odnako i zdes~ nelokal~ny� harakter

operatora (0.6) privodit k dopolnitel~nym oslo�neni�m.

Metodiqeski nam udobnee rassmatrivat~ bolee obwi� opera-

tor

Gl = M l +W (x); 0 < l < 1; x 2 Rd; d > 2: (0.7)

Poputno my zanovo poluqaem asimptotiku (0.4) pri neskol~ko

bolee obwih predpolo�eni�h o potenciale W (x) v (0.2).
V suwestvennom my sleduem planu raboty [3], v kotory�,

vproqem, vneseny nekotorye uproweni�. Pri issledovanii za-

daq s magnitnym polem prihodits� pol~zovat~s� pon�ti�mi,

sv�zannymi s polugruppami, dominiruemymi polo�itel~nymi.

Zdes~ my opiraems� na raboty [1] i [5], gde ime�ts� ssylki i

na drugie istoqniki. Po povodu materiala stat~i [5] i blizkih

voprosov my pol~zovalis~ konsul~taci�mi G. V. Rozenbl�ma;

vyra�aem emu svo� iskrenn�� priznatel~nost~.

Ni�e j � j { standartna� norma v C d . Simvol
R
predpolaga-

et integrirovanie po Rd. Qerez C; c (vozmo�no, s indeksami)

oboznaqa�ts� razliqnye ocenoqnye posto�nnye. Klassy Hs,
�

Hs

sut~ obyqnye klassy Soboleva por�dka s > 0 s gil~bertovo�

metriko�.

x1. Predvaritel~nye svedeni�

1. Ni�e H { kompleksnoe separabel~noe gil~bertovo pro-

stranstvo, k�k { norma v H. Dl� samosopr��ennogo v H operatora

B qerez �(B), �(B) oboznaqa�ts� sootvetstvenno ego rezol~vent-
noe mno�estvo i spektr. Dalee, EB(�) { spektral~na� mera dl�
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B, a 2B� := jBj �B. Qerez S1 oboznaqaets� klass vseh kompakt-

nyh line�nyh operatorov v H; qerez Sp, 0 < p < 1, { klassy

Ne�mana{Xattena. Dl� T 2 S1 vvodits� funkci� raspredele-

ni� s-qisel

n(s; T ) = cardfk j sk(T ) > sg; s > 0:

Dl� T = T � 2 S1 polagaem

n�(s; T ) = n(s; T�):

Klass �p, 0 < p < 1, { mno�estvo vseh T 2 S1, dl� kotoryh

koneqen funkcional

kTk
p
�p

:= sup
s>0

spn(s; T );

opredel��wi� v �p kvazinormu. Prostranstvo �p { nesepara-

bel~noe; ego separabel~noe podprostranstvo, vydel�emoe uslo-

viem

n(s; T ) = o(s�p); s! +0;

oboznaqaets� qerez �0
p. Dl� T 2 S1 i p > 0 polo�im

�p(T ) = lim sup
s!+0

spn(s; T );

�p(T ) = lim inf
s!+0

spn(s; T );

a dl� T = T � 2 S1 opredelim

�(�)
p (T ) = �p(T�); �(�)p (T ) = �p(T�):

�ti funkcionaly nepreryvny v �p. Bolee togo, oni opredeleny

i nepreryvny na faktor-prostranstve �p=�
0
p.

2. Pust~ teper~ operator A = A� > I i a { ego kvadratiqna�

forma s oblast~� opredeleni� d[a]. Pust~ Z { opredelenny� na

d[a] zamykaemy� operator v H i v { forma

v[u; u] = kZuk2; u 2 d[a]; (1.1)

kotora� predpolagaets� kompaktno� v gil~bertovom prostran-

stve d[a] s metriko� a[�; �]. Togda ka�da� iz form

a�(�) := a � �v; � > 0; d[a�(�)] = d[a]; (1.2)
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poluograniqena snizu i zamknuta. Sootvetstvu�wie formam

(1.2) operatory budem oboznaqat~ qerez A�(�), a tak�e pisat~

A�(�) = A � �V; V = Z�Z:

Pust~ teper~ f� { neotricatel~na� forma na d[a] i

f�[u; u] 6 "a[u; u] + c(")kuk2; 8" 2 (0; 1]; (1.3)

a f { vewestvenna� forma na d[a], taka� qto

jf [u; u]j 6 f�[u; u]; u 2 d[a]:

Togda forma

b := a + f; d[b] = d[a];

poluograniqena snizu i zamknuta. S ee pomow~� vvodits� se-

me�stvo form

b�(�) = b � �v; � > 0;

i operatory B�(�) = B � �V . Sledu�wee utver�denie soder-

�its� v teoreme 1.2 iz [2].

Teorema 1.1. Pust~ � = �� 2 �(A), � = �� 2 �(B) i pri nekotorom

p > 0 vypolneny uslovi�

ZA�1=2 2 �2p; (1.4)

ZA�1 2 �0
2p: (1.5)

Togda (pri sdelannyh v �tom punkte predpolo�eni�h)

lim
n

sup

inf

o
�!1

��pN+(�;�;A;V ) = lim
n

sup

inf

o
�!1

��pN+(�;�;B;V ); (1.6)

N�(�;�;B;V ) = o(�p); �!1: (1.7)

Smysl sootnoxeni� (1.6) v tom, qto vyqislenie asimptotiqe-

skih harakteristik dostatoqno vypolnit~ tol~ko dl� operatora

A, priqem v toqke � = 0, t.e. levee �(A). �to pozvol�et ispol~-

zovat~ variacionnu� tehniku.
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x2. Formulirovki rezul~tatov

1. Vvedem osnovnye ob�ekty. Operatory v H = L2(Rd), d > 2,
ni�e opredel��ts� qerez svoi kvadratiqnye formy. Pri �tom

ishodnye formy zada�ts� pervonaqal~no na klasse C10 (Rd), a
zatem zamyka�ts�.

Operator (0.1) vvodits� qerez kvadratiqnu� formu

m[u; u] =

Z  ����
�
1

i
r�A

�
u

����
2

+ juj2

!
dx; (2.1)

A 2 Ld;loc (R
d) pri d > 3; A 2 L�;loc (R

2); � > 1 pri d = 2: (2.2)

Dl� operatora Ml := M l, l 2 (0; 1), kvadratiqna� forma est~

ml[u; u] = kM l=2uk2:

Operatory M , Ml i formy m, ml, sootvetstvu�wie sluqa� A =
0, oboznaqim qerez H0, H0

l i h0, h0l . Dalee vvodits� operator

Hl :=Ml +U qerez formu

hl[u; u] = ml[u; u] +

Z
U juj2dx; 0 < l < 1; (2.3)

U(x) > 0; U 2 L{;loc (R
d); (2.4)

{ := d=2l: (2.5)

Nar�du s U vvedem ewe vewestvenny� potencial F , dl� kotorogo

vypolneno sledu�wee \ne�vnoe" uslovie:Z
jF j juj2dx 6 "h0l [u; u] + C(")kuk2; 8" 2 (0; 1]: (2.6)

Ni�e (sm. zameqanie 2.2) my uka�em uslovi�, dostatoqnye dl�

spravedlivosti sootnoxeni� (2.6). Polo�im teper~

W (x) = U(x) + F (x) (2.7)

i vvedem operator Gl vida (0.7) s pomow~� formy

gl[u; u] = hl[u; u] +

Z
F juj2dx = ml[u; u] +

Z
W juj2dx:
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2. Pust~ teper~ potencial vozmuweni� V udovletvor�et uslo-

vi�m

V (x) > 0; V 2 L{(R
d); d > 2; 0 < l < 1:

Oboznaqim Z = V 1=2 i rassmotrim formu v vida (1.1), a tak�e

formy

ml;�(�) = ml � �v; hl;�(�) = hl � �v; � > 0; (2.8)

gl;�(�) = gl � �v; � > 0: (2.9)

Formy (2.8), (2.9) opredel��t sobo� operatory

Ml;�(�) =Ml � �V; Hl;�(�) = Hl � �V; � > 0;

Gl;�(�) = Gl � �V =Ml + U + F � �V; � > 0:

Nax osnovno� rezul~tat { sledu�wa� teorema.

Teorema 2.1. Pust~ d > 2, l 2 (0; 1). Pri sdelannyh vyxe pred-

polo�eni�h o potencialah A, U , F , V dl� l�bogo � = �� 2 �(Gl)
spravedlivy sootnoxeni�

lim
�!1

��{N+(�;�;Gl; V ) = (2�)�d!d

Z
V {dx; (2.10)

N�(�;�;Gl; V ) = o(�{); (2.11)

gde pokazatel~ { opredelen v (2:5).

Zameqanie 2.2. Privedem �lementarnye dostatoqnye uslovi�,

obespeqiva�wie (2.6). Legko vyvesti (2.6) iz sledu�wego soot-

noxeni�:Z
jF j1=ljuj2dx 6 "

Z
(jruj2 + juj2)dx + c(")kuk2; 8" 2 (0; 1]: (2.12)

Dalee, pust~ Qd { ediniqny� kub v Rd, i vypolneno uslovie

lim
jyj!1

Z
Q d+y

jF j{dx = 0; y 2 Rd; d > 3: (2.13)

Togda spravedlivo (2.12), a znaqit, i (2.6). Blizkoe, no neskol~-

ko inoe uslovie prigodno dl� d > 2. Imenno, (2.12) vypolneno,
esli

sup
y2Rd

Z
Q d+y

jF jrdx <1; r > {; d > 2: (2.14)
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3. Sluqa� operatora (0.3) formal~no otveqaet znaqeni� l = 1.
Odnako teper~ prihodits� sqitat~ d > 3; po�sneni� na �tot sqet
sm. v zameqanii 3.2. V ostal~nom, soobra�eni�, ispol~zovannye

pri dokazatel~stve teoremy 2.1, sohran��t silu pri l = 1, pri-
qem so znaqitel~nymi uproweni�mi. Takim obrazom poluqaets�

Teorema 2.3. Pust~ d > 3 i potencialy A, U , V udovletvor��t

uslovi�m

A 2 Ld;loc (R
d;Rd); 0 6 U 2 Ld=2;loc (R

d); 0 6 V 2 Ld=2(R
d);

a dl� F vypolneno sootnoxenie (2:12) pri l = 1. Pust~ operatory
G, G�(�) opredeleny v (0:1){(0:3), (2:7) i pust~ � = �� 2 �(G). Togda
spravedlivy formuly (0:4), (0:5).

Pri U = 0 �ta teorema perehodit v teoremu 1.1 iz [3]. Ta-

koe obobwenie nel~z� sqitat~ skol~ko-nibud~ glubokim, no ono

mo�et okazat~s� poleznym.

Zameqanie 2.4. Uslovie (2.12) pri l = 1 obespeqivaets� l�bym
iz uslovi� (2.13), (2.14) pri { = d=2, d > 3.

x3. Podgotovitel~nye predlo�eni�

1. Dokazatel~stvo teoremy 2.1 opiraets� na teoremu 1.1 (pri

p = {). Roli operatorov A;B se�qas igra�t Hl, Gl; formy f; f�
i v sut~ sootvetstvennoZ

F juj2dx;

Z
jF j juj2dx; v[u; u] =

Z
V juj2dx = kZuk2;

operator Z = V 1=2 { operator umno�eni�. Nadle�it proverit~

uslovi� (1.4), (1.5), (1.3). Otmetim pre�de vsego sledu�wee

predlo�enie, kotoroe oqevidnym obrazom vytekaet (v silu ne-

ravenstva U(x) > 0) iz variacionnyh soobra�eni�.

Predlo�enie 3.1. Uslovi� (1:4), (1:5), (1:3) vypolneny pri A =
Hl, esli oni vypolneny pri A = Ml.

2. Pristupim k proverke uslovi� (1.4), (1.5), (1.3) dl� A =
Ml i p = {. Snaqala ustanovim (1.4). Polugruppa exp(�tH0)
dominiruet (sm. [5]) polugruppu exp(�tM). �to oznaqaet, qto

potoqeqno (poqti vs�du)

j(e�tM z)(x)j 6 (e�tH
0

jzj)(x); t > 0; z 2 L2(R
d); d > 2: (3.1)
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Iz (3.1) sleduet (sm. [4] ili [5, p. 2.4]), qto pri l 2 (0; 1)

j(e�tMlz)(x)j 6 (e�tH
0

l jzj)(x); t > 0; z 2 L2(R
d); d > 2: (3.2)

Sootnoxenie (3.2) vmeste s �vnym vyra�eniem dl� �dra

Q0
l (t;x; y) integral~nogo operatora exp(�tH

0
l ) pozvol�et vospol~-

zovat~s� teoremo� 2.4 iz [5], qto privodit k ocenke

dimRanEMl��V (�1; 0) 6 C(d; l)�{
Z

V {dx;

� > 0; d > 2; l 2 (0; 1): (3.3)

Suwestvenno, qto posto�nna� v (3.3) ne zavisit ot potenciala

A(x). Kak izvestno,

dimRanEMl��V (�1; 0) = n(��1; ZM�1
l Z) = n(��1=2; ZM

�1=2
l );

a potomu (3.3) ravnosil~no ocenke

kZM�1
l Zk{

{
= kZM

�1=2
l k2{2{ 6 C(d; l)

Z
V {dx; d > 2; l 2 (0; 1):

(3.4)

Takim obrazom, (1.4) vypolneno pri A = Ml.

Zameqanie 3.2. 1) Psevdorel�tivistski� magnitny� operator

obsu�daets� v [5, p. 3.4]. Tam poluqena ocenka dl�

dimRanE�(�1; 0), gde � = (M1=2 � I) � �V i d > 3. �tot sluqa�
bolee slo�en, qem ocenka (3.3); v pravu� qast~ ocenki vhoditR
(V d + V d=2)dx.
2) Pri l = 1 ocenka (3.4) sohran�et silu, no tol~ko pri

d > 3. V �tom sluqae ona �vl�ets� sledstviem prinadle�awego

Libu \magnitnogo varianta" izvestno� ocenki Cvikel�{Liba{

Rozenbl�ma (sm. [5]). Imenno otsutstvie ocenki (3.3) pri l = 1,
d = 2 privodit k trebovani� d > 3 v teoreme 2.3.

3. Ustanovim teper~ (1.5) pri A = Ml. V silu (3.4), dostatoq-

no ustanovit~ (1.5) dl� kakogo-libo plotnogo v L{(Rd) mno�e-
stva funkci� V . Budem sqitat~, qto

V 2 L{(R
d) \ L1(R

d); d > 2:

Togda, oqevidno,

Z exp(�H0
l ) 2 S2: (3.5)
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�dro Ql(t;x; y) integral~nogo operatora exp(�tMl) ma�oriruet-
s� (sm. [5, p. 2.4]) �drom Q0

l :

jQl(t;x; y)j 6 Q0
l (t;x; y); t > 0; p.v. x; y 2 Rd:

Ots�da i iz (3.5) sleduet, qto

Z exp(�Ml) 2 S2;

a sledovatel~no, pri l�bom R > 0

Yl(R) := ZM�1
l EMl

(0; R) =

= Z exp(�Ml)((expMl)EMl
(0; R)M�1

l ) 2 S2 � �
0
2{: (3.6)

S drugo� storony,

Yl(R) = (ZM
�1=2
l )(M

�1=2
l EMl

(0; R))
�2{

! ZM�1
l ; (3.7)

�to sleduet iz (3.4) i togo, qto pri R!1

kM
�1=2
l EMl

(R;1)k ! 0:

Sootnoxeni� (3.6), (3.7) privod�t k (1.5) dl� A =Ml.

4. Ostalos~ proverit~ (1.3) dl� A = Ml, t.e. ustanovit~ ocen-

ku Z
jF j juj2dx 6 "ml[u; u] + C(")kuk2; 8" 2 (0; 1]: (3.8)

Pust~ 
 > 0. Otmetim, qto sootnoxeni� (3.1), (3.2) sohran�t

silu, esli v nih zamenit~ Ml i H0
l sootvetstvenno na Ml + 
I i

H0
l + 
I. Umno�a� zatem (3.2) na t�1=2 i integriru� po poluosi

R+, poluqim neravenstvo

j(Ml+
I)
�1=2zj(x) 6 ((H0

l +
I)
�1=2z)(x); z 2 L2(R

d); d > 2; l 2 (0; 1):
(3.9)

Ots�da vytekaet

Predlo�enie 3.3. Pust~ '(x) > 0 { izmerima� funkci�. Togda

pri 
 > 0

k'(Ml + 
I)�1=2k 6 k'(H0
l + 
I)�1=2k; d > 2; l 2 (0; 1): (3.10)

De�stvitel~no, iz (3.9) sleduet, qto dl� z 2 L2(R
d)

k'(Ml + 
I)�1=2zk 6 k'(H0
l + 
I)�1=2jzj k 6 k'(H0

l + 
I)�1=2k kzk;
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qto i privodit k (3.10). �

Zametim teper~, qto veliqina k'(Ml + 
I)�1=2k2 sovpadaet s

nailuqxe� posto�nno� C v ocenke

k'uk2 6 C(ml[u; u] + 
kuk2): (3.11)

Ots�da i iz (3.10) vidno, qto (3.11) vypolneno, kol~ skoro

k'uk2 6 C(h0l [u; u] + 
kuk2); (3.12)

priqem posto�nna� C v (3.11), (3.12) { odna i ta �e. Skazannoe

oznaqaet, qto (3.8) �vl�ets� sledstviem neravenstva (2.6). Itak,

(1.3) vypolneno dl� A = Ml.

Otmetim, qto rassu�deni� v �tom punkte v znaqitel~no� mere

sledu�t rabote [1] (sm. teoremy 2.4, 2.5 v [1]).

x4. Zaverxenie dokazatel~stva teoremy 2.1

1. Ob�edin�� rezul~taty x3 s teoremo� 1.1 (pri p = {), vi-

dim, qto (2.11) u�e ustanovleno (qto sleduet iz (1.7)), a (2.10)

dostatoqno dokazat~ dl� Hl vmesto Gl (t.e. pri F = 0) i pri

� = 0. Tak kak Hl >Ml > I, to toqka � = 0 nahodits� levee �(Ml)
i, tem bolee, levee �(Hl). No togda N+(0; �;Hl; V ) sovpadaet s qi-
slom otricatel~nyh sobstvennyh znaqeni� operatora Hl � �V ,

� > 0.
Rassmotrim zadaqu o posledovatel~nyh maksimumah otnoxe-

ni� kvadratiqnyh formZ
V juj2dx=hl[u; u]; u 2 d[hl]: (4.1)

(Napomnim, qto forma hl opredelena v (2.3)). Posledovatel~nye

maksimumy otnoxeni� (4.1) sovpada�t so spektrom kompaktno-

go operatora X > 0, kotory� poro�daets� formo� qislitel�

v gil~bertovom prostranstve d[hl] s metriko� hl[�; �]. Variacion-
ny� podhod k vyqisleni� asimptotiki N+(0; �;Hl; V ) osnovan na
izvestnom sootnoxenii

N+(0; �;Hl; V ) = n(s;X); �s = 1: (4.2)

V dal~ne�xem budem pol~zovat~s� oboznaqeni�mi tipa n(s; (4:1))
vmesto n(s;X); analogiqno budem pisat~ �p((4:1)) vmesto �p(X)
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i t.p. Takim obrazom, v silu (4.2), dokazatel~stvo asimptotiqe-

sko� formuly (2.10) svodits� k proverke ravenstv

�{((4:1)) = �{((4:1)) = (2�)�d!d

Z
V ddx: (4.3)

Nar�du s (4.1) rassmotrim otnoxenieZ
V juj2dx=ml[u; u]; u 2 d[ml]; (4.4)

i dl� nego ustanovim ravenstvo

�{((4:4)) = �{((4:4)) = (2�)�d!d

Z
V {dx: (4.5)

Posle �togo poluqit~ (4.3) u�e neslo�no.

V silu ocenki (3.4) dostatoqno ustanovit~ sootnoxenie (4.5)

dl� kakogo-libo L{-plotnogo mno�estva neotricatel~nyh poten-

cialov V . My ustanovim (4.5) dl� potencialov, posto�nnyh na

kubah Qk, obrazu�wih koneqny� nabor fQkg
L
k=1: V (x) = Vk > 0,

x 2 Qk. My predpolagaem, qto kuby poparno ne pereseka�ts� i

V (x) � 0, esli x 2 Q0 := Rd n

�
LS
k=1

�Qk

�
. V �tih predpolo�eni�h

udaets� ispol~zovat~ \vilku Dirihle{Ne�mana", obhod� trud-

nosti, sv�zannye s nelokal~nost~� operatora Ml.

2. Ni�nie asimptotiqeskie ocenki dl� (4.4). Suzim

oblast~ opredeleni� formy m (sm. (2.1)), vved� dopolnitel~-

nye graniqnye uslovi�

u
��
@Qk

= 0; k = 0; 1; : : : ; L;

i poluqivxu�s� zamknutu� formu oboznaqim �m. Sootvetstvu�-
wi� e� operator �M , oqevidno, est~ ortogonal~na� summa opera-

torov �M (k), ka�dy� iz kotoryh de�stvuet v L2(Qk), k = 0; : : : ; L:

�M =

LX
k=0

� �M (k): (4.6)

Vvedem, dalee, operator

�Ml := ( �M )l =

LX
k=0

�( �M (k))l =:

LX
k=0

� �M
(k)
l : (4.7)
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Operatoram �Ml, �M
(k)
l sootvetstvu�t kvadratiqnye formy

�ml[u; u] = k �Ml=2uk
2; �m

(k)
l [u; u] = k �M

(k)

l=2
uk2L2(Qk)

: (4.8)

Pri �tom

�ml =
LX
k=0

� �m
(k)
l ; l 2 (0; 1): (4.9)

Poskol~ku M < �M , to iz neravenstva Ga�nca sleduet, qto Ml <
�Ml. Po�tomu spektr otnoxeni�Z

V juj2dx= �ml[u; u]; l 2 (0; 1); (4.10)

daet ni�n�� ocenku dl� spektra otnoxeni� (4.4). Ispol~zu�

(4.9), a tak�e soglaxenie o svo�stvah V , nahodim, qto (4.10)

raspadaets� v ortogonal~nu� summu otnoxeni�

Vk

Z
Qk

juj2dx= �m
(k)
l [u; u]; k = 1; : : : ; L; (4.11k)

i nulevogo otnoxeni�, sootvetstvu�wego k = 0. V silu (4.8),

(4.9)

n(s; (4:10)) =
LX
k=1

n(s; (4:11k)); (4.12)

n(s; (4:11k)) = n(sV �1k ; ( �M (k))�l) = n((sV �1k )1=l; ( �M (k))�1): (4.13k)

Spektr operatora ( �M (k))�1 est~ spektr otnoxeni�

Z
Qk

juj2dx

�Z
Qk

 ����
�
1

i
r�A

�
u

����
2

+ juj2

!
dx; u 2

�

H1(Qk): (4.14k)

Bez izmeneni� funkcionalov �d=2, �d=2 v znamenatele (4:14k) mo�-
no ubrat~ qleny, soder�awie A, poskol~ku, v silu uslovi�

(2.2), �ti qleny poro�da�t formy, kompaktnye v H1(Qk). Ta-
kim obrazom, delo svodits� k spektru otnoxeni�Z

Qk

juj2dx

�Z
Qk

(jruj2 + juj2)dx; u 2
�

H1(Qk): (4.15k)
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Kak horoxo izvestno,

�d=2((4:15k)) = �d=2((4:15k)) = (2�)�d!dmesQk: (4.16k)

V itoge poluqaem

�d=2((4:14k)) = �d=2((4:14k)) = (2�)�d!dmesQk;

i prosto� peresqet na osnovanii (4:13k) i (4.12) daet

�{((4:10)) = �{((4:10)) = (2�)�d!d

Z
V {dx; (4.17)

a potomu

�{((4:4)) > (2�)�d!d

Z
V {dx: (4.18)

3. Verhnie asimptotiqeskie ocenki dl� (4.4). Zdes~ vse

delaets� po sheme predyduwego punkta, no oblast~ opredele-

ni� formy m rasxir�ets�. Imenno, funkcii iz d[m] le�at v

H1
loc (R

d); �to uslovie my oslabim, trebu� lix~

u
��
Qk

2 H1(Qk); k = 1; : : : ; L;

krome togo, sqitaem, qto u
��
Q0

sovpadaet s su�eniem na Q0 kako�-

libo funkcii iz d[m]. Analitiqeskoe vyra�enie dl� rasxiren-
no� formy (oboznaqim ee m̂) po-pre�nemu daets� integralom

(2.1). Operator, poro�denny� formo� m̂, oboznaqim M̂ i otme-

tim, qto M̂ < M i M̂l := (M̂ )l < Ml. Spravedlivy ortogonal~nye

razlo�eni�, analogiqnye (4.6), (4.7). Dalee vvod�ts� formy m̂l,

m̂
(k)
l po analogii s (4.8) i rassmatrivaets� otnoxenieZ

V juj2dx=m̂l[u; u]; l 2 (0; 1): (4.19)

�sno, qto spektr otnoxeni� (4.19) daet ocenku sverhu dl� spek-

tra otnoxeni� (4.4). Ostal~nye rassu�deni� tak�e povtor��t

dovody p. 4.2 s oqevidnymi izmeneni�mi. Delo svodits� k asim-

ptotike spektra otnoxeni� vida (4:15k), no teper~ dl� vseh funk-
ci� u 2 H1(Qk). Asimptotika { ta �e, qto i v (4:16k). V itoge

okazyvaets�, qto

�{((4:19)) = �{((4:19)) = (2�)�d!d

Z
V {dx;
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i sledovatel~no,

�{((4:4)) 6 (2�)�d!d

Z
V {dx: (4.20)

Neravenstva (4.18), (4.20) privod�t k (4.5).

4. Nam ostalos~, opira�s~ na (4.5), poluqit~ (4.3). Poskol~ku

U(x) > 0, to spravedlivo neravenstvo n(s; (4:1)) 6 n(s; (4:4)), a
potomu

�{((4:1)) 6 (2�)�d!d

Z
V {dx: (4.21)

Ustanovim teper~ ni�n�� ocenku. V silu predlo�eni� 3.1

ocenka (3.4) perenosits� na operator Hl, a potomu dostatoqno

rassmotret~ tot �e klass potencialov V , qto i v pp. 4.2, 4.3.

Budem pol~zovat~s� oboznaqeni�mi p. 4.2. Oqevidno, my polu-

qim ni�n�� ocenku dl� spektra otnoxeni� (4.1), esli zamenim

ego otnoxeniemZ
V juj2dx=( �ml[u; u] +

Z
U juj2dx); u 2 d[ �ml]: (4.22)

�to otnoxenie raspadaets� (sr. s (4.9)) v ortogonal~nu� summu

nul� i otnoxeni�

Vk

Z
Qk

juj2dx
��

�m
(k)
l [u; u] +

Z
Qk

U juj2dx
�
; k = 1; : : : ; L: (4.23k)

Vospol~zuems� teper~ sledu�wim prostym utver�deniem.

Predlo�enie 4.1. Dl� otnoxeni� formZ
Qk

U juj2dx
�
�m
(k)
l [u; u] (4.24k)

vypolneno

�{((4:24k)) <1; k = 1; : : : ; L: (4.25k)

Dokazatel~stvo. Pust~ Uk { prodol�enie nulem funkcii U
��
Qk

na Rd nQk. �sno, qto otnoxenie (4:24k) est~ su�enie otnoxeni�Z
Ukjuj

2dx
�
�ml[u; u]; (4.26k)
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a potomu n(s; (4:24k)) 6 n(s; (4:26k)). Dalee, spektr otnoxeni�Z
Ukjuj

2dx
�
ml[u; u] (4.27k)

daet ocenku sverhu dl� spektra otnoxeni� (4:26k), otkuda polu-
qaem: n(s; (4:24k)) 6 n(s; (4:27k)). V silu (2.4) spravedlivo vkl�-

qenie Uk 2 L{(Rd). Po�tomu, v sootvetstvii s (4.5), nahodim, qto
�{((4:27k)) <1, a togda verno i (4:25k). �

Sootnoxeni� (4.25) pokazyva�t, v qastnosti, qto forma v qi-

slitele (4:24k) kompaktna otnositel~no formy znamenatel�. Ot-

s�da sleduet, qto

�{((4:23k)) = �{((4:11k)); k = 1; : : : ; L;

a togda, s uqetom (4.17),

�{((4:22)) = �{((4:10)) = (2�)�d!d

Z
V {(x)dx:

Sledovatel~no,

�{((4:1)) > �{((4:22)) = (2�)�d!d

Z
V {(x)dx:

Vmeste s (4.21) �to daet (4.3). Teorema 2.1 dokazana.

Zameqanie 4.2. Uslovie (2.4) ispol~zovalos~ tol~ko pri do-

kazatel~stve sootnoxeni� (4.25). Odnako faktiqeski my pol~-

zovalis~ lix~ kompaktnost~� qislitel� v (4:24k) otnositel~-
no znamenatel�. �to daet vozmo�nost~ neskol~ko oslabit~ uslo-

vie (2.3), no v Lp-terminah umen~xit~ pokazatel~ p = { nel~z�.

Analogiqnoe zameqanie verno i otnositel~no uslovi� (2.2) na

vektor-potencial A(x). My ne budem zdes~ vhodit~ v podrobno-

sti.
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Pseudorelativistic Hamiltonian

G1=2 = ((�ir�A)2 + I)1=2 +W; x 2 Rd; d > 2;

is considered under wide conditions on potentials A(x), W (x). It is as-
sumed that the real point � is regular for G1=2. Let G1=2(�) = G1=2��V ,

where � > 0, V (x) > 0, V 2 Ld(Rd). Denote by N(�;�) the number of
eigenvalues of G1=2(t) that cross the point � as t increases from 0 to �.
The Weyl type asymptotics for N(�;�) as �!1 is obtained.
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